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Capitulo 1

Espacios vectoriales

1.1. Preambulo

Las siguientes son notas de clase del curso de Algebra Lineal I del Dr. Leobardo Fernandez
Roman y la profesora Victoria Alejandra Garcia Ortega, impartido en la Facultad de Ciencias

de la Universidad Nacional Auténoma de México, en el semestre 2024-2 (verano).

1.2. Campos (K)

Definicién 1.1. Un campo es un conjunto K con dos operaciones, suma y producto:
» &:KxK—-K; (a,b) >a+b
» 0:KxK—K; (a,b) >a-b

Va,b,c... € K se satisfacen los siguientes aziomas (12 en total). cinco aditivos, cinco

multiplicativos y ).

Axioma 1.2.1 (Cerradura aditiva). Ya,b € K:a+be K

Axioma 1.2.2 (Asociatividad aditiva). Ya,b,c € K:a+ (b+¢) = (a+0b) +c
Axioma 1.2.3 (Conmutatividad aditiva). Ya,b e K:a+b=b+a

Axioma 1.2.4 (Neutro aditivo). 30 e K,Va € K, 2:a+0=04+a=a
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Axioma 1.2.5 (Inverso aditivo). Ya € K3(—a) € K, 22 a+ (—a) = (—a) +a =0

Axioma 1.2.6 (Cerradura multiplicativa). Ya,b € K:a-be K

Axioma 1.2.7 (Asociatividad multiplicativa). Ya,b,c € K:a-(b-¢)=(a-b)-c

Axioma 1.2.8 (Conmutatividad multiplicativa). Ya,b € K:a-b="b-a

Axioma 1.2.9 (Neutro multiplicativo). 31 e K,Va e K, 2 a-1=1-a=a

Axioma 1.2.10 (Inverso multiplicativo). Va € K,a # 0,3(a"}) €K, 2a-a ' =a ! -a=1
Axioma 1.2.11 ( ). Va,b,ce K:a-(b+c¢)=ab+ ac

Axioma 1.2.12 ( ). Ya,b,c € K: (a+b)-c=ac+ ac

1.3. Espacios vectoriales

Definicién 1.2. ! Un espacio vectorial V sobre un campo K es un conjunto de elementos
donde estan bien definidas las operaciones de suma wvectorial y multiplicacion esca-
lar. Denotamos a todos los elementos de V' como vectores y a todos los elementos de K

escalares. Tul que
s VXV SV
s O VXK=V

y que cumple con las siguientes teoremaiedades (cinco aditivas, tres multiplicativas y

Axioma 1.3.1 (Cerradura aditiva). YU, W € V : 04+ w € V

Axioma 1.3.2 (Asociatividad aditiva). YU, W, Z €V 10+ (W4 2) = (V+ W) + Z

I'Nétese como todo campo es un espacio vectorial, més no todo espacio vectorial es un campo. La multipli-
cacién entre vectores no esté definida en sus axiomas. En relacién a la definicién de K, las diez teoremaiedades
de los espacios vectoriales no cuentan con la conmutatividad multiplicativa y la existencia de un inverso mul-

tiplicativo.



Axioma 1.3.3 (Conmutatividad aditiva). YU, W € V : U+ 0 = W + v

Axioma 1.3.4 (Neutro aditivo). 0y e V,VGEV,20+0y =0y +0 =70

Axioma 1.3.5 ([nverso aditivo). Yo € VIZ € V, 20+ T =T+ =0y

Axioma 1.3.6 (Cerradura multiplicativa). YA € KYoe Vi X-veV

Axioma 1.3.7 (Asociatividad multiplicativa). YA, u € KN €V i (A-p) - 0= (- - 0)
Axioma 1.3.8 (Neutro multiplicativo). 1 e K,Vu e V21 1- v =0

Axioma 1.3.9 ( ). VO, W e VYNEK AN (T4 W) =X-T+ N0
Axioma 1.3.10 ( ) VT e VIV peK:0- AN+pu)=0-A+7-pu

Teorema 1.1. VU, W, Z € V, conV sobre un campo cualquiera K, se cumple que v+7Z = wW+7Z,

entonces, U = .

Demostracién. Dado que Z € V, sabemos, debido al Axioma 1.3.5, que 3@ € V, 5 74+ @ = Oy .

De este hecho, y de la utilizacién de los Axiomas 1.3.3 y 1.3.4, podemos inferir que

Corolario 1.1.1. Sea V un espacio vectorial sobre cualquier campo K, 310y,,V7 € V.

Demostracién. Sean Oy, 0y € V dos distintos nuetros aditivos de ¢ € V, tal que 740y1 = 0
y T+ 0y = 0 = 7+0yq = ¥+0y9, por el Teorema 1.1, de la cancelacién de vectores, sabemos

entonces que 61/1 = 6V2. ]
Corolario 1.1.2. V& € V,3 € V, tal que, T+ & = Oy

Notacion 1.1. Notacion de ahora en adelante: YU € V', denotamos su inverso aditivo como

—

—V.



Demostracion. Sean wy,ws € V dos distintos inversos aditivos de ¢ € V, tal que v+ w; = Oy
y U4y = Oy = U+ 1w, = U+ s, por el Teorema 1.1, de la cancelacion de vectores, sabemos

entonces que w; = wWs. O
Teorema 1.2. Sea V' cualquier espacio vectorial sobre cualquier campo K, se cumple:

1. 00 =0y, VieV

2. (=N =—(\), VA\e K VieV

3. My =0y, VA €K

Demostracién. (1.) Partiendo de Oy @ = 0, si sumamos en ambos lados de la igualdad 0y,

se sigue que

07 + 07 = (0 + 0)7 = 07 = 07 + Oy = Oy + 07

(2.) Por el Teorema 1.1, se sigue entonces que 0y @ = 0. Por el Axioma 1.3.5 sabemos que
existe el inverso adtivo de todo vector en V', dado que —(A¥) (por el Axioma 1.3.6 de cerradura
aditiva)), sabemos que debe existir en V' su inverso adtivo. Entonces A7 + [—(\7)] = Oy, si

0y, tendriamos:

asumimos que A + (—=\)7 = [A + (—=A)]0y

AT+ [—(AF)] = 0= 05 = [\ + (—=\)]7 = M + (=A\)7

—»

Lo que implica por el Teorema 1.1 que (—\)7 = — ()

(8.) Sumando A0y en ambos lados de la igualdad, tenemos

A0y + A0y = (Oy + 0y)X = Oy A = Oy A + Oy = Oy + Oy A

Por el Teorema 1.1, se sigue entonces que A0y = Oy



1.4. Subespacios vectoriales

Definicién 1.3. 2 Un subconjunto W de V' es un subespacio vectorial de V', si W forma un
espacio vectorial sobre K con las operaciones de suma vectorial y producto escalar definidas

en V, restringidas a W. FEstas condiciones, siendo mejor entendidas como:

1. 30y € W (neutro aditivo en W)

—

2. U+wW e W, Vi,w e W (cerradura aditiva)
3. cveV,VYee K,V e W (cerradura en el producto escalar)
4. VT eW,3w0 e W,>0+ @ =0y (inverso aditivo en W)

Teorema 1.3. Sea W un subconjunto del espacio vectorial V., W es un subespacio vecto-
rial de V' si se cumplen las siguientes condiciones para las operaciones de suma vectorial y

producto escalar definidas en V' :

1. 6\/€W
2. 04+weW,Vo,weWw

S weW, VieKvVoeW

Demostracion. Sea 6V1 € W un neutro aditivo distinto de 6\/ € V, entonces tendriamos
que V& € W, 7+ 0yq = ¥. Sin embargo, sabemos que ¥+ 0y = #. El Teorema 1.1 entonces
nos dice que 6Vl = 6V. Esto contradice la hipdtesis inicial de que 6Vl #+ 6V, lo que nos
permite concluir que Oy € W (probando el punto 1.). Si W es un subespacio de V', entonces
W es un espacio vectorial con las mismas operaciones definidas para V' (suma vectorial y

multiplicacién escalar), por lo que las condiciones 2. y 3. se cumplen. O]

Teorema 1.4. Sea un V' un espacio vectorial sobre un campo K, y W1 <V y Wy <V
subespacios de V= Wi UWy <V <— W; C Wy 6 Wy C W,

2Si definieramos un espacio vectorial H, donde H = {GV}, verfamos entonces que este cumple con los
Axiomas 1.3.1-1.3.10. Dado que en todo espacio vectorial V, 30y € V,V& € V, podemos inferir que en todo

espacio vectorial existe cuando menos un subespacio vectorial: el espacio vectorial del vector cero.



Demostracion. (=) Sean w; € Wy y Wy € W, tal que wy ¢ Wy y Wy ¢ Wi, por demostrar
que (W, C Wy) v (Wy C W) Si W UW, <V = )y + wy € Wy UWs. Sin embargo, por

hipotesis, es imposible que
Wy + Wy € Wi Ay + Wy € W

dado que esto implicaria una contradiccién al decir que w; ¢ Wy y Wy ¢ Wi. Por lo tanto,

se sigue que la cerradura se cumple si
w1+lﬁg € lewl—ng e Wy

Si se cumple W) + why € Wy, entonces Wy + Wy + (—uw) € Wi, lo que implica que wy € Wi y
Wy C Wi. La misma légica aplica para cuando w; + wy € Ws. Queda entonces demostrado
que si Wi U W, <V entonces (W C W) VvV (Wy C 7).

(<) Si (W € Wy) Vv (Wy C W), entonces (W7 U Wy = Wy) v (W U Wy = Wy). Si
(W1 < V)A (W, <V), entonces Wy UW,y < V.

1.5. Clases laterales

Definicién 1.4. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K, y W <V un subespacio de
V', entonces
T4+ W ={v+d | weW}

es la clase lateral de W que contiene a v € V.

Teorema 1.5. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K, y W < V' un subespacio de

V, entonces, 1+ W <V <= v e W.

Demostracion. (=) Por definicién, 30y € ¥+ W, tal que ¥+ @ = Oy, con @ € W. Por lo
tanto w = —v, por cerradura en la multiplicacién escalar, se sigue entonces que VA € K,
A(—7) € U4+ W, lo que implica, para A = —1, que (—1)(—v) € ¥+ W, por lo tanto 7 € W.
(<) Por demostrar que se cumplen los tres incisos del Teorema 1.3. (i) Dado que 7 € W,

3 — ¥, tal que ¥ — ¢ = Oy. Por lo tanto 30y € W. (ii) Sea wy € W, tal que v+ w € v+ W.



Ahora bien, sea wy € U+ W, se sigue entonces que v + w; + Wy € W. Y también, que

U+ (U4 W +wy) € U+ W. (iir) Sea A € Ky Z7€ W, se sigue que U+ Z € ¥+ W, entonces
M AN =N+ AN+ 0y =M+ AT+ T—T=T+ N+ A\ —0) €T+ W
]

Teorema 1.6. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K, y W < V' un subespacio

vectorial de V. Sean v1,Uy € V, entonces v + W =t + W <= v; — 05 € W.

Demostracion. (=) Supongamos que v + W = v + W

S0y eW=04+0y et +W==0,+W
=0 +0y €+W= €th+W
= dueWsti=U+wWE U+ W
S0 —Uh=weW
(<) Supongamos que U — th € W Sea W, = v} — vy C Sea & € U} + W = ¥ = ¢ + o), para

algﬁnzﬁ1€W:>Ulzlﬁ*+z72
if:w*+172+w1:>172+(1ﬁ*+w1>EW:>f€172+W

D Analogamente sea ¢ € Uo + W = ¢/ = U + Wy € W

O

Teorema 1.7. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, y W <V un subespacio de

V', tal que una clase lateral de W toma la forma
T4+ W={v+d | veVALTeW}
La suma vectorial y el producto por escalares de K se puede definir en el conjunto
S={v+W |veV, W<V}

de todas las clases laterales de la siguiente forma:



u @(U_i‘f’W)‘l‘(UQ—f-W):(gl‘l’Ug)EW, Vﬁl,UQEV
« O ANT+W) =X+ W, VeV, YAeK

De tal forma que S forma un espacio vectorial sobre un campo K que se llama V- -maodulo W

y se denota V/W.

Demostracion. Por demostrar que (i) las operaciones de suma y producto estén bien defini-
das, y que (i7) S con esas operaciones forma un espacio vectorial sobre un campo K con la
notacién V/W. (i) Si tenemos que 03 + W = U1, + W y que U + W = ¥y, + W, entonces

buscamos demostrar que
(U + W)+ (Uo+ W) = (U1 + W) + (Vo + W)

y que
ANy + W) =Nt + W) VA eK
Sabemos que ¥} — U1, € W AUy — Uy, € W, entonces (U — U14) + (U — Uhs) € W, reordenando

tenemos (¥ + ) — (U1 + Uay) € W, lo que implica que
(171 + U_é) + W = (171* + 172*) + W

y por ultimo que (¢ + W) + (th + W) = (Vhs + W) + (ths + W). Ahora bien, dado que
U1 — U € W, se sigue que A(¥) — U1,) € W, o bien, que AU} — Ay, € W. Por lo tanto A(0; +
W) = AU +W). (ii) De V se hereda la cerradura aditiva, multiplicativa, la conmutatividad
y asociatividad en la suma vectorial y la multiplicacién escalar, asi como también las dos
leyes distributivas. Para el neutro aditivo tenemos que (7+ W)+ W = ¢+ W. Para el inverso
aditivo tenemos que (0 + W) 4 (=0 + W) = W. Por ultimo, para el neutro multiplicativo
tenemos que 1(0+ W) =+ W. O

1.6. Combinaciones lineales

Definicién 1.5. 3 Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, y S un subconjunto no

vacio de V. Una combinacion lineal de elementos de S es un vector de la forma:

3Nota: las combinaciones lineales son, casi siempre, finitas.



T= M1+ Moy + ... + N\, T, = ZA@-
=1
VA € K, Vo, € S,Vn € N

Teorema 1.8. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K y S CV no vacio de vectores

de V. Entonces, el conjunto

(S) = {ZA@- Y\ €S, ViieS, ief{l,2,...,n}, n eN}

i=1

es un subespacio de V', de tal forma que cumple con el Teorema 1.5.

Demostracién. Sea @ € Sy A € K, tal que A = 0, entonces A\ = 07 = Oy, lo que prueba
el punto (1.) del Teorema 1.3, 30y € (S). Ahora, sean ¥, € (S), se sigue entonces que

301, Vs, ..., Uy € Sy AN, A9y oo Ay € K n € N tal que

U= MU + AUy + ... + AUy,

También, Juq, pso, ps, ..., 1ty € K, por lo tanto

W = 0 + plo¥s + ... + iUy

Finalmente, podemos probar el punto (2.) del Teorema 1.3, dado que

U4+ W= ()\1/11)171 + ()\2/12)172 + ...+ ()\n,un)z_fn S <S>

Sea U € (5), y n € K, entonces

Por lo tanto queda demostrado que (S), es decir, el conjunto de todas las posibles com-
binaciones lineales de S, es un subespacio de V', cuando S C V.

[]

Definicién 1.6. (S) es el subespacio vectorial generado por S C'V, donde V' es un espacio

vectorial sobre un campo K.
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Teorema 1.9. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K, y W un subespacio de V', se

cumple entonces

n
D Nt = M+ Aoy + .+ AT, €W
i=1
para cualesquiera Ay, Ag, ..., N\, € K, v, s, ...,0, € W, n € N.

Demostracion. Paran = 2 se sigue que A1 \a+75 € W. Asumimos como hipétesis inductiva

que se cumple esta aseveracion para n = k. Sea

w1 = MU + AUz + ... + AU
Tal que wy; € W. Sea wy el vector resultante para n = k + 1, entonces se tien que wy =
MU+ AUy + oo + MUk + A\er1Uki1 = w1 + Agr1Uge1. Por la definiciéon de un subespacio
vectorial, sabemos que A\ 17,1 € W. Se sigue entonces que ws € W. O
Definicién 1.7. Si (S) =V, se dice entonces que S genera a V.

Teorema 1.10. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, st S C V, y S # 0. Si
ademds, W CV, y S CW, entonces (S) C W.

Demostracion. Sea v € (S), entonces, IA1, Aa, ..., A, € Ky 3V}, 0y, ..., 0, € S (con n € N),
tales que ¥ = MU + M2 + ... + M\T,. Por hipétesis, se tiene que S C W, por lo tanto
U1, Vs, ..., U, € W. Por la demostracion del Teorema 1.9 sabemos entonces que v € W, lo que
finalmente implica que (S) C W. O
Teorema 1.11. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K, y S C V', demostrar que
(S)=n{Ww|w<Vv, sCw}

También, 0 CW CV y (0) = {0y} C V.

Demostracion. Sea i € (S), se sigue entonces que 3V, Vs, ..., 0, € Sy A1, Ao, .oy Ay € K|
n € N, tal que @ = A\vp + Aoty + ... + A\ 0,. Si S C W, entonces vy, vy, ...,0, € W,y
por las propiedades de cerradura de los subespacios vectoriales © € W, lo que implica que
(S)y € W. Esto es valido para cualquier W < V tal que S C W: lo que implica que
(S) esta en la interseccién de todos los subespacios W < V| tales que S C W. Ahora, sea
wen{W | W<V, SCW}, entonces w € (S), dado que (S) es parte del conjunto de todos
los subespacios de V' que contienen a S. Por lo tanto (S) =nN{W | W <V, SCW}. O
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1.7. Dependencia e independencia lineal

Definicién 1.8. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, y S CV, donde S # (). Se
dice que S es linealmente dependiente (l.d.) si 3v1,7s, ..., 0, € S y IA;, Ay ..s Ay € K

(no todos iguales a cero), con n € N, tales que

Oy = M@y + ATy + ... + A\,

Definicién 1.9. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, y S CV, donde S # (). Se

dice que S es linealmente independiente (1.i.) si

_»V == )\1?71 + )\2’(72 + ...+ )\nUn

con 171,’(72, ,ﬁn es Y >\1,)\2, ,)\n e K (n € N), cuando \y = g = ... = A\, = 0.

Teorema 1.12. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, y S1,5 C V, tales que

S1 C Ss, entonces
1. (S1) € (S,). Si Sy genera a V', entonces Sy genera a V.
2. 51 5] es l.d. entonces Sy es l.d.
3. 51 .Sy es li. entonces Sy es l.i.

Demostracion. (1.) Sea v € (S1), se sigue entonces que 30y, Vs, ..., U, € S1y A1, Ay ooy Ay €
K, tal que U = AUy +AUa+...4+ A, 0,,. Como Sy C Sy, entonces vy, Uy, ..., U, € Sa, y U € (Sy). Asi,
toda combinacion lineal de vectores de S; es, también, una combinacién lineal de vectores
de Sy. Por lo tanto, si V' = (Si), entonces V' = (55).

(3.) Sy es Li. Expresamos al neutro aditivo del espacio vectorial como una combinacién
lineal de elementos de Si, tal que Oy = M@y + My + ... + AT, con U1, Vay ..., Uy € S1 ¥
A1, Ao, .., A, € K. Por hipétesis, S7 C Ss, por lo tanto v, v, ..., 7, € Ss, lo que implica
que Oy ha sido expresado como una combinacién lineal de elementos de Ss, y como este

subconjunto es l.i. entonces Ay = Ay = ... = A\, = 0. La combinacion lineal de elementos de

S1 que ha expresado al neutro aditivo por lo tanto revela que S; es 1.i.
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(2.) Nétese que si la implicacion del inciso (3.) se lee como un A = B, la implicacién del
inciso (2.) se lee con la forma =B = —A. Por lo tanto queda probada al ser la implicacién

contrapositivo de la implicacién del inciso (3.). O

Teorema 1.13. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K, y .S CV un conjunto Li. de

vectores de V', sea U € V\S = Vs, entonces, v € (S) <= SU{v} es ld.

Demostracion. (=) v € (S), por lo tanto 30y, U, ..., v, € Sy I, Ag, ..., \y € K| tales que

U= AU + AUy + ... + A\U,. Se sigue entonces que

—

_’V = )\1171 + AQUQ + ...+ )\17n + (—1)’0

El vector Oy ha sido expresado como una combinacién lineal de elementos de S U {7},
donde no todos los escalares son iguales a cero. Por lo tanto, S U {¢} es L.d.

(<) Sean 1w, Wy, ..., W, € SU{v}, una combinacién lineal de este conjunto que expresa
el neutro aditivo de V toma la forma: Oy = NoWy + MoWs + ... + NpW,. Con Ny, Moy ..., Ny €
K, donde algin n; # 0, con i € {1,2,...,n}. Por hipdtesis, algin w; = v, sin pérdida de

generalidad, digase que w; = v, de lo contrario, el conjunto seria l.i. Entonces, se tiene que

Oy = mT + ot + ... + NpW,. Con ny # 0. Esto implica que 1,7 = —1o0 — 13l — ... — i,
y por ultimo que, U = —Z—ftﬁ — Z—?zﬁg — .= %zﬁn Esto implica que v puede ser expresado
como una combinacién lineal de elementos de S, y por lo tanto ¥ € () O

Teorema 1.14. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, y sean v,u € V wvectores no

nulos, entonces {U,u} es un conjunto l.d. <= ¥ o @ es maltiplo del otro.

Demostracion. (=) El conjunto {¥, @} es 1.d. Por lo tanto, el neutro aditivo de V', puede ser
expresado como una combinacién lineal de la siguiente forma: Oy = AT+ i, con A, pu € K.
Sin pérdida de generalidad, digase que A # 0, tal que se cumpla la definicién de 1.d. Entonces,
se tiene que ¥ = —£4, y por lo tanto ¥ es un miiltiplo de #. (=) La prueba es andloga, sin
importar que vector sea multiplo de cual. Sin pérdida de generalidad, sea v = A, con A € K.

Entonces, se sigue que Oy = M\ + (—1)7, y por lo tanto el conjunto {¥, @} es l.d. ]

Teorema 1.15. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K y sean v,u € V, entonces,

{v,u} es l.i. <= Y\, u €K, A#0+# pu, se sigue que {\U, uii} es l.i.
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Demostracion. (=) El conjunto {7, @} es Li. Entonces, se sigue que Oy = a1¥ + ao@, donde
a1 = ap = 0. Por lo tanto, sean np, 7, € K, se sigue que Oy = M (AD) + ne(ptd) = (mA)U +
(mou) . Por hipétesis, A, € K son escalares en el campo distintos de cero, entonces 7; =
ny = 0, tal que mA =0y mu = 0. (<) Sea {\U, ui@} un conjunto l.i. donde A, u € K son
escalares distintos de cero. Entonces, se tiene que Oy = S;(A7) + Bo(pid). Esto implica que
By = B =0,y por lo tanto Oy = (B1A)T + (Bop)@ = (ON)T + (0p)@ = 07 + 0@ Se concluye

entonces que {7, 4} es un conjunto Li. O

Teorema 1.16. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, y S C V, tal que S =

{V1, Vs, ..., U } un subconjunto de V. Entonces, S esl.d. <= v = 0y, o, Uy € ({01, Vs, ..., Uk_1})-

Demostracion. (=) Sea S = {#, Vs, ..., U, } tal que S es 1.d. entonces I\, Ag, ..., A, € K| con
n € N, tales que
Oy = MGy + AT £ ... + Aoy

Sabemos entonces que algin \; # 0, ¢ € {1,2,...,n}. Si ¥j = se cumple que S es L.d. Si
1 # 0, como S es 1.d. podemos decir que k es el maximo indice tal que Ay # 0, y por lo
tanto Oy = A7) + Aot + ... + Ayl

(<) Si 5 = 0, entonces S es L.d. Si ¢ # 0, y v € ({¥h, s, ...,U_1}), entonces

A, Ao, ., A1 € K, con k € N, tal que
17k = /\1’171 + )\2172 + ...+ /\k—lgk—l

= Oy = \iTh + Aoty + oo + Mp_1¥hor + (—1)

Lo que implica que S es un conjunto l.d. O

1.8. Bases y dimension
Definicién 1.10. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K. Un conjunto [ es base de

Vsifpesliy(B)=V.

Teorema 1.17. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K y 5 C V' un subconjunto de
vectores de V', entonces, 5 es base de V <= Yu € V se tiene que, U se escribe de forma

unica como combinacion lineal de elementos de 3.
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Demostracion. (<) Todo @ € V se escribe de forma tnica como combinacién lineal de

elementos de (3, basta entonces demostrar que S es un conjunto l.i. Sean v1,vs,...,7, € B

tales que
Ov = 08 + 0ty + ... + 0%,
= Oy = MUt 4 Aath + oo + AT, con A, Ao, oos My €K, yn €N
S AM=X=.=X)=0
Dado que cada combinacién lineal es tinica. Por lo tanto 5 es 1.i. y es una base de V. O

Teorema 1.18. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K generado por un conjunto
finito S = {V,0s,...,0,,} TV, entonces, I3 C S que es base de V. Mds ain, V tiene una

dimension finita.

Demostracion. (Caso 1) Si S =0V S = {0y}, entonces V = (S) = {0y}, esto implica que
B=0CS,ypor lo tanto es base de V. (Caso II) 3v; € S, tal que v} # 0. Se sigue entonces
que {71} C S es l.i. Agregamos vectores hasta que se tenga § = {t}, 0y, ..., 0, } € 5, donde
k € N representa el indice méximo tal que S U {U;1} es L.d. Afirmacion: B es base de V.
Como f es Li. basta probar que S C (). Sea ¢ € S, (Caso Il.a) si U € (3, entonces U € (f3).
(Caso I1.b) Si v € S\ 3, entonces S U {v} es 1.d. y por el Teorema 1.13 ¥ € (3), y por lo

tanto

]

Teorema 1.19. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K y v,u € V', tal que v # 4 y

A € K tal que X # 0. Si {¥,u} es base de V', entonces {i + U, A\ii} es base de V.

Demostracion. Por demostrar que (i) {u + U, At} es Li. (i) y V = ({u + U, Aud}). (i) Sean
a1, as € K, tal que Oy = ap (U + V) + as(A\d) = Oy = (1 + )i+ ¥ = a; = 0AapA =0
Como por hipédtesis A # 0, entonces as = 0, y por lo tanto {@ + U, i} es 1i. (i1) Sea Z € V,

entonces, sabemos que duq, uo € K tales que 27 = puu + pov. Sean v1,7 € K tales que

Z=m(T+70)+7%(M\) = Z= (11 +RANUT+10 = 71+ YA = Ay = e

=l + Yo\ = g
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=5 = BB o 2= (i + ) + B2 0)
Por lo tanto Z € ({& + v, Ai}, lo que implica que {@ + ¥, \ii} es base de V. O

Teorema 1.20. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K, generado por un subconjunto
G con exactamente n vectores (con n € N) y L un subconjunto l.i. de V' con exactamente
m vectores (con m € N). Entonces m < n, y mds ain, 3H C G con exactamente n —m

vectores tal que (LU H) =V

Demostracion. (Base inductiva) Si m = 0, entonces L = (), ademds m < n = H = G =
LUH =0UH =0UG = G, por lo tanto (LU H) = (G) = V. (Hipdtesis inductiva)
Supéngase el resultado cierto para m < n. (Paso inductivo) Por demostrar que se cumple
para m + 1 < n. Sea L = {3, Uy, ..., Upps1} un conjunto Li. Entonces, L' = {¥}, ¥y, ..., U, } es
L.i. con m vectores. Por la hipdtesis inductiva, sabemos que m < n, y ademads, que 3H' C G
con n — m vectores con la forma H = {u;, Us, ..., Up_p, }. Esto implica que (L’ UH") =V, y

como U1 €V, N, Aoy s Ay € Ky ANy, mo, oy M € K tales que
Unt1 = AU+ Al + oo+ AUy + ity + Ntz + oo + Npemlin—m

Afirmacion: n —m > 1, y por lo tanto m + 1 < n, tal que L continie siendo [l.i. Sin pérdida

de generalidad, supéngase que 77 # 0, entonces

MUy = =AU — AU — ... — AUy + U1 — Motz — oo — NpemUn—m
= U = ——UVU] — —VUg— ... — — Uy + —Upg1 — —Up — ... — Up—m
m Ui m m T m

Esto implica que @ € (LU H),y como L' C(LUH) A H' C (LU H), se tiene que
L'UH' C(LUH)

= (L UH)C ((LUH)) = (LU H)

=V =(LUH)
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Corolario 1.20.1. Sea V un espacio vectorial finitamente generado* sobre un campo K,

entonces, todas las bases de V' tienen el mismo niumero de elementos.

Demostracion. Sean 3y 7 bases de V', con cardinalidades #8 = p A #v = ¢, como () =V,

y v es Li. entonces ¢ < p. Como (y) = V y § es Li. entonces p < ¢, lo que implica que

q=p [

Definicién 1.11. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K y f = {¥, Vs, ..., U, }, con
n € N, una base de V. La dimension de V' sobre K es la cardinalidad de cualquier base

base y se denota

#0 = dimg (V')

Corolario 1.20.2. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo K, tal

que dimg(V) =n, conn € N:

1. Cualquier conjunto generador tiene al menos n elementos. Mds aun, si G genera y

#G = n, entonces G es base de V.
2. Si L CV esli.y#L =n, entonces L es base de V.
3. Cualquier conjunto l.i. de V' se puede extender a una base de V.

Demostracion. Sea f = {7, Vs, ..., U, }, con n € N, una base de V. (1.) Si G es un conjunto
generador, entonces por el Teorema 7?7 4y C G, tal que 7 es base de V. De donde se sigue
que n = #v < #G. Si G genera, y ademas, #G = n, entonces, también por Teorema 77
sabemos que 3y C G que es base de V. Entonces n = #v = #G = n, lo que implica que
v = G, y por lo tanto G es base de V. (2.) Sea L un conjunto L.i. tal que #L = n. Como
genera, entonces 3H € 3 con cardinaldiad #H = n —n tal que (LU H) = V. Como H = {),
entonces (L U ()) = (L) = V. Por lo tanto L es base de V. O

Nota 1.1. Sea un conjunto G C V', donde dimg(V) = n, con n € N, tal que #G > n,

entonces G es l.d. y nada garantiza que genere.

4Se dice que un espacio vectorial V sobre un campo K es finitamente generado si 3G C V con cardinalidad

finita, tal que (G) = V.
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Nota 1.2. Sea un conjunto L C V', donde dimg(V) = n, conn € N), tal que #L < n,

entonces L no genera y nada garantiza que sea l.1.

Teorema 1.21. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K de dimension finita, y W <V

un subespacio de v, entonces V/W es de dimension finita y

Demostracion. Sea vy = {, Ws, ..., W, } una base para W, asi dimg(W) = n, con n € N.
Como v C V', mas aun, v es Li. Entonces, por el Teorema 1.20, v puede ser extendido para
formar una base de V. Entonces § = {uw, Wy, ..., W,, U1, Vs, ..., U }, con k € N, es una base de
V, tal que dimg (V) = n+k. Afirmacion: Q = {0, + W, 0%+ W, ..., 0, + W} es base de V/W.
Por demostrar que (¢) Q2 es Li. y (i) V/W = (Q). (i) Sean A1, A, ..., A € K, tal que

W =X (U + W)+ XUy + W) + .. + (U + W)
= W = (MU + Xots + ... + N0) + W
S0, =M0 + XU+ ...+ 0, €W
Ahora, daq, as, ..., a,, € K, tales que v, = aqw; + oy + ... + W, tenemos entonces que
MU+ AUy + ...+ AU, = oWy + aly + ... + a, Wy,

= )\1171 -+ /\2’172 + ...+ )\kﬁk — ayu?l — au72 — . anu?n = Oy

Esta es un combinacién lineal de elementos de § que produce al neutro aditivo, por lo tanto
AM=X=..=X =01 =a = ... = a, =0, lo que implica que  es Li. (i) Sea v € V,

entonces, 3piy, fho, ..., fbn, T1, T2, ..., T € K, tales que
U = Wi + poWs + ... + W, + TV + moUs + ... + TRV
= T4+ W = (W + poWs + ... + i, + m0y + mols + ... + mpUy) + W
= U+ W = (mUy + mata + ... + mpl) + (W + poWs + ... + ppWy,) + W
= U+ W = (mt] + mols + ... + M) + W
=04+ W =m0 + W)+ m(th + W) + ... + (0 + W)
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Por lo tanto 2 es base de V/W. Se sigue entonces que
dimg(V/W) = dimg(V) —dimg(W)=(n+k)—n=k+n—n==%k
O

Teorema 1.22. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K tal que dimg(V) =n, W <V
un subespacio de V', se sigue que dimg(W) < dimg (V). Si dimg(W) = dimg(V'), entonces
wW=1V.

Demostracion. (Caso I') Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, tal que dimg (V') = n,
con n € N. Si W = {0y}, entonces @ es base de W, por lo tanto dimg (W) =0 < n. (Caso
II) Si 3wy € W, tal que Wy # 0. Sea S = {w;} un subconjunto l.i. de W, podemos agregar
vectores de W a S hasta tener el subconjunto v = {uy, W, ..., W}, con k € N, el cual es 1.i. y
al agregar cualquier otro vector de W este se vuelve 1.d. Afirmacion: v es base de W. Basta
demostrar, entonces, que W = (). Sea @ € W. (Caso Il.a) W € ~, por lo tanto @ € (7).
(Caso I1.b) W ¢ =, entonces yU{w} es l.d. Esto implica que, por el Teorema 1.13, @ € (7), y
por lo tanto, W = (). Ademas, nétese que k < n, lo que implica que dimg(W) < dimg (V).
Si #v = n, como 7 es un conjunto Li. con n elementos, entonces v es base de V', por el

Corolario 1.20.2. O

Corolario 1.22.1. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, y W < V. Entonces,

cualquier base de W puede ser extendida a una base de V.

1.9. Subconjuntos maximos l.i.

Definicién 1.12. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K y L C 'V un subconjunto l.1.
de V. Se dice que L es mdximo l.i. si L es Li. y al agregar cualquier vector de v € V '\ L

tenemos que L U {0} es l.d.

Teorema 1.23. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K y L C V' un subconjunto de

vectores de V', entonces, L es base de V <= L es mdximo l.1.

Demostracion. (=) Supongamos que L es base de V. Entonces L es Li. y V = (L). Sea

v €V, sesigue que v € (L), lo que implica que LU {v'} es 1.d. Asi, L es entonces maximo l.i.
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(<) Supongamos que L es maximo li. Por demostrar que L genera a V. Sea @ € V. (Caso
I) Siu e L, entonces @ € (L). (Caso II) Si @ € V' \ L, entonces L U {u} es 1.d. Por lo tanto
(por el Teorema 1.13) 4 € (L). L es entonces base de V. O

Definicién 1.13. Sea .# una familia de conjuntos. Un elemento M € # es maximal con
respecto a la inclusion C si M no estd contenido en ningun otro elemento de .F ademds

de si mismo.

Definicién 1.14. Una coleccion de conjuntos € es una cadena si para cada par de con-

guntos Cp,Cy € € se tiene que C; S Cy VvV Cy C C.

Definicion 1.15. Sea . una familia de conjuntos. Si V¢ C % IM € F, tal que € C M,

entonces, hay elementos mazximales en F .5

Teorema 1.24. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K, y S C V' un subconjunto l.i.

de V. Entonces, existe un conjunto mdximo l.i. que contiene a S.

Demostracion. Sea

F={LCV |Lesli. NSCL}

Nétese que .Z # (), dado que S C .#. Sea ¥ C .Z una cadena de .#, por demostrar que
JU € #, tal que C C U, VC € €. Sea

Falta ver entonces que U € .7, es decir que (1) S C Uy (ii) U es Li. (1) Como S C C,
VC € €, entonces, S C U. (i1) Sean iy, Us, ..., U € Uy A, Ao, ...; A € K, con k € N,
entonces

Oy = M0y + oty + ... + M\

Como ¥ es una cadena, entonces 3Cy € %, tal que Uy, Us, ..., Ur € Cy, més aun, por cons-
truccién Cy es 1.i. Esto implica que A\ = Ay = ... = A\, = 0, y por lo tanto U es l.i. Como

U C &, se tiene entonces que existen conjuntos maximales en .%. O

Corolario 1.24.1. Todo espacio vectorial V' sobre un campo K tiene una base.

5Es es el principio de mazimalidad, el cual es légicamente equivalente al Azioma de Eleccion: este es un

supuesto presente en la mayoria de los desarrollos axiomaticos de la teoria de conjuntos.
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Capitulo 2

Transformaciones lineales y matrices

2.1. Transformaciones lineales, nucleos e imagenes

Definiciéon 2.1. Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre un campo K. Una transformacion

lineal (o funcion lineal) es una funcion que tiene la forma T : V — W que satisface:
1. T(i+9)=Tw) +T(0), Vu,7 €V
2. T(\d) = \T' (1), Vi e VAVA €K

Proposicién 2.1.1. Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre un campo K, entonces una

transformacion lineal T :'V — W cumple con las siguientes propiedades:
1. 8iT:V — Wes lineal = T(0y) = Oy
2.T:V =W eslineal <= T\ +7) =\T'(d)+T(0), Vi, 0 € VAVIEK
3. T:V =W eslineal < T . Ni;) =D i NT ()

Demostracion. (1.) Como Oy =0 - @, para algin @ € V.

= T(0y) =T(0- @) =0-T(i) = O

(2)(=)SiT:V = W eslineal = T'(A\i+v) = T(\i) + T (V) = \T' (@) +T'(V). (<) Se tiene
que T(ii +¥) = T(14d + ¥) = 1T(@) + T(0) = T(i) + T(¥). También, T(\i) = T(\i + Oy) =
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AT (@) 4+ T(0y) = AT(@) + Oy. (2.) (=) Si T es lineal, entonces

n n—1 n n
i=1 =1 i=1 =1

(<) Sea n = 2, tal que T'(\juy + Aotla) = MT (1) + AT (). Sin pérdida de generalidad
digase que Ay = 1, entonces T'(A\1uy + ) = MT(4y) + T'(ds). Esta tltima igualdad, dado
que se cumple Vn € N, implica que T" es lineal, por la propiedad (2.). O

Definiciéon 2.2. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un campo K y T : V — W una

transformacion lineal. El nicelo (o kernel) de T estd dado por
N(T)={aeV |T@@=0y}CV
La imagen (o rango) de T estd dada por
Im(T)={weW |JueV, T(u)=w} CW

Teorema 2.1. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un campo K y T : V — W una
transformacion lineal =

1. NT) <V

2. Im(T)<W

Demostracion. (1.) (i) Como T es lineal T(0y) = Oy = Oy € N(T). (ii) Sean @,7 €
N(T) = T(@ +7) = T(@) + T(¥) = Ow + Ow = Ow = @+ 7 € N(T). (#i) Sean @ €
N(T) A X € K, por demostrar que A\i € N(T). Como T es lineal T(\@) = NT'(@) = A0y =
Ow = A € N(T). Por lo tanto N(T) < V. (2.) (i) Como T es lineal T(0y) = Oy € Im(T).
(i) Sean 2, € Im(T). Sabemos que Ju, v € V tales que T'(u) = Z A T(V) = . Se sigue
que T(U+0) =T(W)+TW) =2+ W= 2+ € Im(T). (iii) Sean w € Im(T) AN X € K. Se
tiene que 3 € V, tal que T'(@) = w. Como T es lineal T'(\0) = \T'(¥) = M € Im(T). Por
lo tanto Im(T) < W. O

Teorema 2.2. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un campo K, T : V. — W una

transformacion lineal y B C V una base de V. Entonces
T(B)=A{T@) | vep}
genera a Im(T)={d e W |Ju eV, T(i) =w} CW
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Demostracion. Sea w € Im(T) = Ju € V tal que T'(d) = @. Como [ es base de V,
30y, Wy, ...y U A A1y Az, ooy M € K tales que @ = S8 Nty = T(@) = T(F, = Nl

k
i=1
W se expresa entonces como una combinacién lineal de elementos de T'(53). O

Teorema 2.3. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un campo K, donde dimg (V') =

n<ooyseaTl:V — W una transformacion lineal

Demostracion. Sea v = {¥}, Vs, ..., U} una base de N(7T'), sabemos que 7 C V es Li. Por lo
tanto puede ser extendida a una base de V. Sea 8 = {#}, 03, ..., Uk, Ug11, Ukt2, --., Un } una base
de V. Afirmacion: T(8—~) = {T(Uk+1), T (Uks2), ..., T(U,,) } es base de Im(T'). Por demostrar
que (i) T(5 — 7y) genera a Im(T) y (1) que T(5 — ) es 1.i. (i) Seaw € Im(T) = I €V
tal que T'(v) = @

:>17:zn:)\1-17i, VA e K

i=1

k
=1

i=k+1

k n
= T(0) =T N+ Y \iti)
=1

i=k+1

Lo que implica que Im(T) = (T'(5 — 7)). (i) Sean nMgy1, Mg+2, ---, M € K tales que

Ow = > nT(@) =T( > i)

= )t € N(T)

j=k+1
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n k
= JU1, U, ..., 0 €Y CV A, (.., G € K tales que Z n;U; = ZQ@'
j=k+1 i=1

n k
= Oy = Z n;U; + Z(—Q)Ui
i=1

j=k+1

Como esta ultima es una combinacién lineal de elementos de 8 C V' que expresa al neutro
aditivo, sabemos que 7g11 = N2 = ... =1, = 0. Por lo tanto T'(5 — ) es Li. Ademads, note
usted que

dimg (V') = dimg(N(T)) + dimxg(Im(T) =k + (n— k) =n

[]

Teorema 2.4. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un campo K y T :'V — W una

transformacién lineal = T es inyectiva <= N(T) = {0y }.

Demostracion. (<) Supongamos que N(T) = {0y }. Sean @, 7 € V tales que T(@) = T(7) =
T(@)—T(?) = Oy = T(i—7%) = O = i~ € N(T) = i@—0 = Oy = @ = . Por lo tanto T es
T

v
inyectiva. (=) Suponga usted que T es inyectiva. Sea @ € N(T) = T(@) = Oy . Sin embargo,

=

como T(0y) = O = T(@) = T(0y). Como T es inyectiva = @ = 0y = N(T) = {0y} O

Teorema 2.5. Sea V y W dos espacios vectoriales de dimension finita sobre un campo K y

T :V — W una transformacion lineal. Son equivalentes:
1. T es inyectiva
2. T es sobreyectiva
3. Dimg(Im(T)) = Dimg(W)

Demostracion. T es inyectiva <= N(T) = {0y} <= dimg(N(T)) =0 <= dimg(V) =
dimg(Im(T)) < dimxg(W) = dimxg(Im(T)) <= W = Im(T) <= T es suprayectiva.
[

Corolario 2.5.1. Sean T' A R dos transformaciones lineales. Si estas coinciden en los ele-

mentos de una base = T = R.
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Teorema 2.6. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un campo K, suponga que f =
{V, Vs, ..., U, } es una base de V. Sean Wy, Wy, ...,w, € W = AT : V. — W tal que T(v;) =
w; Vi€ {1,2,...,n}.

Demostracion. Sea v € V. Como [ base de V = I\, Ag, ..., A, € K tales que 0= 1" | A0
Sea T : V. — W = T(¥) = >, \jw; por demostrar que T es lineal. Sean 4,z € V' y
a € K= 3, fo, oo fln ¥ M1,M25 s € K tales que @ = Y0 p;0; A Z = > n;U;. Note

usted que

—

o - +Z:Za i + n;)v,

n

=T(a-U+72) = Z(a i + m;) W z—aZuzwz—Fmez—aT )+ T(2)

=1

Por lo tanto T es lineal. También, es evidente que T'(v;) = w;, tomando A\; = Ay = ... = \; =
1=T(1-0;) =1 -wVi € {1,2,...,n}. T también es tnica. Suponga que IR : V — W tal
que R(¥;) = ;. Sin embargo, por el Corolario 2.5.1 T' = R. ]

Teorema 2.7. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un campo K, y sea T : V — W

una transformacion lineal. St dimg (V') < dimg(W) = T no es puede ser inyectiva.

Demostracion. Suponga que dimg (V) < dimg(W) AT es suprayectiva. Se tiene entonces

que dimg(Im(T)) = dimg(W). Por el Teorema 2.3 se tiene que
dimg (V') = dimg(Im(T)) + dimx(N(T)) = dimg (W) + dimg(N(T)) > dimg(W)

Por lo tanto T' no puede ser suprayectiva, mds aun dimg(N(T)) # 0, lo que implica que T

no es inyectiva. L]

2.2. Matrices asociadas a una transformacion lineal

Definicién 2.3. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K. Una base ordenada de V es

una base que tiene un orden especifico.
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Definicién 2.4. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K, 8 = {v}, s, ..., U\, } una base

ordenada de V y v € V. El vector coordenado de v con respecto a (3 estd dado por

A
. A2
[T]g=| | €K
An

donde A1, A, ..., A\, € K son los escalares inicos tales que v = Z?:l A\iU;.

Definicién 2.5. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un campo K, 5 = {v, Vs, ..., U, },
v = {W, Wy, ..., W, } bases ordenadas de V y W respectivamente y T : V — W una transfo-
macion lineal. Vj € {1,2,...,n} Ja1j, agj, ..., am; € K tales que T(v;) = > 1" | a;;W;. La matriz

asociada a T con respecto a B y v estd dada por

a1 aig ... ay; ... QA1n
921 29 ... Q25 ... Qon
N : : . . T .
115 = € Mypun(K)
;1 ;9 ... Qi .. (077
Am1 Am2 .. Qmj ... Gmp

Note usted que la j-ésima columna de la matriz [T} = [T(v})],.
Notacién 2.1. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un campo K, entonces
LVW)=A{T:V - W | T es lineal}
Definicién 2.6. Sean T, R € L (V,W), definimos
1. T+R:V =W como (T + R)(V) =T (V) + R(V) Vi e V.
2. XT:V = W como (- T)(0) = \T'(v).

Como la suma (1.) de transformaciones lineales y prodcuto (2.) por escalar de transforma-

ciones lineales.
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Teorema 2.8. Sean T, R € Z(V,W). Se tiene entonces que VA € K = AT + R es lineal.
Demostracion. Sean T, R € L(V,W), v, ueVyuecK=
(AT 4+ R)(uv + @) = \T'(uv + @) + R(ut + )

= ANT'(pv' + 4)] + pR(V) + R(u)

= A\uT' (V) + T(@)] + pR(0) + R()

= M\uT(0) + NT(@) + pR(V) + R(@)

= M\T(0) + pR(V) + \T'(4) + R(@)

= u(AT + R)(V) + (AT + R)(v)
Por lo tanto AT+ R es lineal. ]

Corolario 2.8.1. El conjunto £ (V,W) forma un espacio vectorial sobre K con las opera-

ciones dadas en la Definicion 2.6.

Teorema 2.9. Sean V y W dos espacios vectoriales, finitamente generados, sobre un campo
K; sean f = {01, Vs, .., Up} y v = {W, Wy, ..., Wy, } bases de V- y W respectivamente; y sean

T.Re Z(V,W) =
1. [T+R]} = [T+ [R]}
2. ]} = A[T]} VA € K

Demostracion. (1.) Sean a;; y b las j-ésimas columnas de las matrices [T]} y [R]}, donde

ie{l,2,..,m}yje{l,2, .., n} Entonces VU; € 5 se tiene que

i=1

= (T + R)(v;) = Z(%’ + bij )W,
= ([T'+ Rl3)ij = aij + by = ([T] + [R]})
(2.) Sea ([T]})i; = Aij

= T(vj) = ZAijwi
i=1
= AT(7;) = > _ Ajjw; donde A € K
i=1
Esto implica que (A[T]})i; = Ay; . [NT]; = A[T]; O
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2.3. Composicién de transformaciones lineales y muti-
plicacién matricial

Teorema 2.10. Sean V,W y Z tres espacios vectoriales (sobre un campo K), y sean T :

V—>WyR:W = Z transformaciones lineales. Entonces RT :V — Z es lineal.

Demostracion. Sean v,u € V' y A € K. Se sigue entonces que
(RT)( M+ @) = R(T (A7 + 1))
= R(\T' (V) + T'(u))
— AR(T(#) + R(T())
= ANRT)(V) + (RT)(@)
O
Teorema 2.11. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, y sean T, R, S € L (V) =
1. T(R+S)=TR+TS N (R+8)T =RT + ST
2. T(RS)=(TR)S
3. TI=1T =T?
4. MRS) = (AR)S = R(\S) VA e K

Demostracion. Sea v € V. (1.) Se sigue que [T (R + S)|(v) = T[(R + S)(¥)]. Por las opera-

ciones definidas para el espacio .Z(V'), sabemos que
T[R(0) + S(¥)] =T(R(©)) +T(S(0)) =TR+1TS
La demostracién para (R + S)T = RT + ST resulta ser trivial. (2.) Vea que

[T(RS)(0) = T[(RS)(0)] = TIR(S(0))] = TR[S(0)] = [(TR)S](7)

IEsto denota que T, R, S : V — V.
Donde I: V — V tal que I(¥) = ¥ V& € V. Usamos un subindice para sefialar en que espacio sucede la

transformacién, por ejemplo Iy .
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Por lo tanto T'(RS) = (TR)S. (3.) Note que
(TT)(v) = T(1(v)) = T(v) = (T'(v)) = (IT)(v)
(4.) Se tiene que
[ARS)|(¥) = A[(RS)(0)] = A[R(S(¥))] = (AR)[S(0)]
Lo que implica que A(RS) = (AR)S, sin embargo, es evidente que
[R(AS)](¥) = RIAS(V)] = (AR)[S(7)]
Por lo tanto A(RS) = (AR)S = R(\S). O
Definicién 2.7. Sean M,,«n(K) y M,x,(K) los espacios vectoriales de las matrices con
dimension m x n yn x p con entradas de K. Sea A € My,«,(K) y B € M,,»,(K). Definimos
el producto de A y B, denotado como AB, donde AB € M,,,(K), como la operacion

(AB);; ZAszkg, donde i € {1,2,...m} yp={L1,2,...,p}

k=1

Note usted que la entrada (AB);; es la suma de los productos de la i-ésima fila de la matriz

A y la j-ésima columna de la matriz B.

Teorema 2.12. Sean V,W,Z tres espacios vectoriales (sobre un campo K), finitamente
generados, con sus respectivas bases ordenadas o = {U, Vs, ..., U0, }, 5 = {wWh, W, ..., Wn} y

vy=A{%,%,....2%}. Sean T :V =W y R: W — Z dos transformaciones lineales =

[RT]}, = [RI3[T]a

Demostracion. Sean A = [R]}; y B = [T]5. Considere la matriz C' = AB = [RT]],. Entonces,

para j € {1,2,...,n} tenemos

(RT)(v) = R(T(7))) = R (Z Bkj%Uk) Z By R(

£

By
(Z A'LkBk]> Zi
C

Il
||M~s ||Ms ||M3 i
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Corolario 2.12.1. Sea V un espacio vectorial (sobre un campo K), finitamente generado,

sea 3 una base ordenada de dicho espacio. Sean T, R € Z(V) = [RT|} = [R]}[T].

67

Definicién 2.8. Definimos a la delta de Kronecker ;; tal que 6;; =1 sii = j y d;; =0 si
i # j. La matriz I,, €, (R) es una matriz de con dimensidn n X n cuyas entradas siguen la

regla (In)” = 513

Teorema 2.13. Sean A € Mxn(K) y B € M,,«,(K). Vj € (1 < j < p), sean u; y v; las

j-ésimas columnas de AB y B, respectivamente. Entonces
2. v; = Bej, donde e; es el j-ésimo vector estandar de KP.

Demostracion. (1.) Se tiene que

(AB)y; > k1 A1k Br; By
w = (A?)w _ | 2k {12k3kj 4 ?2;’ _ o,
(AB)m; > ket Amk B By

(2.) Tenemos que Be; € K™, y sabemos que (Be;); = > ._, Bi(e;);i = Byj, dado que

e;)i = 1 solo cuando 7 = j, de otro modo (e;); = 0. O
J J

Teorema 2.14. Sean V y W dos espacios vectoriales (sobre un campo K), finitamente
generados, con bases ordenadas [ y v respectivamente, y seaT' : V- — W una transformacion

= Vv eV se tiene que

Demostracion. Sea v € V fija, definimos f : K — V con la regla de correspondencia f(\) =
Ay g: K — W con la regla de correspondencia g(\) = \T'(¥), donde A € K. Sea aw = {1}
la base canonica, y ordenada, de K. Note usted entonces que g = T'f. Usando el Teorema

2.12 obtenemos
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Definiciéon 2.9. Sea A € M,,«,(K). Denotamos a La como la funcién Ly : K" — K™
definida por Ls(¥) = AZ V& € K". Nombramos La como la multiplicacion por izquierda de

la transformacion.

Teorema 2.15. Sea A € M., (K). Entonces Ly : K" — K™ es una transformacion lineal.
Mas ain, si B € Myx,(K) y 8 y v son las bases candnicas, y ordenadas, de K" y K™,

respectivamente, entonces se cumplen las siguientes propiedades:

3. LA+B =Ls+ Ly yL)\A:)\LA VA e K.

4. SiT K" = K™ es lineal = 3!1C' € Myxn(K) tal que T' = L¢, mds ain C' = [T},

5. 8i E € Myyp(K) = Lap = LaLp.
0. Szm:n:>L1n:IFn

Demostracion. (1.) La j-ésima columna de la matriz [L4]} es igual a La(e;). Sin embargo,
note usted que Ls(e;) = Aej, lo que implica que e; también es la j-ésima columna de
A, por lo tanto [La]y = A. (2.) (=) Por (1.), podemos entonces decir que [La]) = Ay
[Lg]y = B = A= B. El regreso es trivial segtin Friedberg. (3.) El pinshi de Friedberg lo deja
como ejercicio (a ver si lo resuelves Vic). (4.) Sea C' = [T1]}. Por el Teorema 2.14 tenemos
que [T'()], = [T]}[v]. O también que T'(v) = Cv' = L¢(¥) Vo' € K. La unicidad de C' se
sigue de (2.). (5.) Vj € 1,2, ..., p usamos el Teorema 2.13 varias veces para notar que (AE).;

es la j-ésima columna de AE y que esta es igual a A(E,,). Entonces (AE)., = A(Ee;) =

J

Lag(ej) = (AE)e; = A(E.,) = La(E., = La(Lg(e;))

J

Por lo tanto Lag = LaLg por el Teorema 2.6. (6.) V& € K" tenemos que Ly, (¥) = [,(%) =
. O
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2.4. Invertibildiad e isomorfismos

Definicién 2.10. Sean V y W dos espacios vectoriales, sobre un campo K, y seaT : V — W
una transformacion lineal. Se dice que una funcion R : W — V esla inversa deT si TR = Ly,
y RT =1y,. Se dice que T es invertible si T tiene una inversa. Si T es invertible entonces la

inversa es unica y se denota T~'. Mds ain, se cumplen las siqguientes propiedades
1. (TRy™'=R'T.
2. (T"YH)™ =T, es decir T™' es invertible.

3. Sean V. y W dos espacios vectoriales, de dimension finita, sobre un campo K, donde
dimg(V) = dimg(W) y sea T : V. — W wuna transformacion lineal. Se dice entonces

que T' es invertible <= dimg(Im(T)) = dimg (V).

Definicién 2.11. Sea A € M, (K). Entonces A es invertible si 3'B € M, (K) tal que AB =

BA = I,. La matriz B se llama la inversa de A y se denota como A~L.

Lema 2.1. Sea T : V. — W una transformacion lineal invertible. Se dice que dimg (V) <

o0 <= dimg(W) < oco. Mds ain dimg(V) = dimg(W).

Demostracion. (=) Suponga que V' es de dimension finita, y sea 5 = {#, Us, ..., ¢, } una base
ordenada de V. Por el Teorema 2.2 sabemos que (T'(5)) = Im(T) = W, por lo tanto (por
el Teorema 1.18) dimg(W) < oo. (<) Si dimg(W) < oo, entonces la prueba es andloga a
la ida, solo que utilizando T~! con una base de W. Suponga que V' y W son de dimensién

finita, como T es invertible (7" es inyectiva y sobreyectiva), entonces
dimg(N(T')) =0y dimxg(Im(T)) = dimg (W)
Por el Teorema 2.3 se sigue entonces que dimg (V) = dimg(W). O

Teorema 2.16. Sean V' y W dos espacios vectoriales, finitamente generados (sobre un campo
K), donde B y v son bases ordenadas de V' y W, respectivamente. Sea T : V. — W una

transformacion lineal. Entonces T' es invertible <= [T]}; es invertible. Mds ain, [Tﬁl]fj =

(773~
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Demostracion. (=) Suponga que T es invertible. Por el Lema 2.1, tenemos que dimg (V') =
dimg(W), sea n = dimg(V) = dimg(W). Se igue entonces que [Ty € M,(K). Por la
Definicién 2.10 sabemos que 77! = Iy AT T =1y,

= I, = [lv]g = [T7'T]s = [T JIT]}

Note, también, que

I = [w], = [TT7], = [T}[T7')]

Esto implica, por la Definicién 2.11, que [T} es invertible y que [T7']% = ([T]})~". (<)
Suponga que A = [T} es invertible = 3B € M, (K) tal que AB = BA = I,,. Por el Teorema
2.6 3R € Z(W.,V) tal que

R(U_j]) = ZBUUl paraj S {1, 2, ,n}
i=1
Donde vy = {wy, W, ..., W} y B = {01, ..., 0, }. Esto implica que B = [R]5. Note usted
(por el Teorema 2.12) que

5
y que

(TR, = [IRY = AB = 1, = [y,
Por lo tanto R = T, dado que se cumple RT =1y ATR = Iyy. O

Corolario 2.16.1. Sea V' un espacio vectorial, finitamente generado, sobre un campo K, con
una base ordenada B, y sea T : V — V una transformacion lineal. Entonces T' es invertible

< [T es invertible. Mds ain, [T~ = ([T)p) "

Demostracion. Suponga que V =W y 3 = =, entonces la prueba es obvia dado el Teorema

2.16. [l

Corolario 2.16.2. Sea A € M, (K). Entonces A es invertible <= Ly es invertible. Mds

atn, Ly- = (La)™'.

Demostracion. Dado el Corolario 2.16.1, si se toma V' = K" la demostracion se sigue del

Teorema 2.16. ]
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Definicién 2.12. Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre un campo K. Decimos que V'
es tsomorfo a W si AT : 'V — W tal que T es lineal e invertible. Se dice entonces que T

es un tsomorfismo de V sobre W.
Notacion 2.2. Si V' es isomorfo a W, entonces se denota V=W =W = V.

Teorema 2.17. Sean V' y W dos espacios vectoriales (sobre un campo K) finitamente ge-

nerados. Entonces V= W <= dimg (V') = dimg(W).

Demostracion. (=) Suponga que V' es isomorfo a W,y que T': V. — W es un ismorfismo
de V a W. Por el Lema 2.1 sabemos entonces que dimg(V) = dimg(W). (<) Suponga
que dimg (V') = dimg(W), y sean § = {t},0s, ..., 0} y v = {W, W, ..., W, } bases de V' y
W, respectivamente. Por el Teorema 2.6 sabemos que 37T : V. — W tal que T es lineal y

T(v;) = w; parai € {1,2,...,n}. Usando el Teorema 2.2 tenemos

Esto implica que T' es sobreyectiva e inyectiva, por el Teorema 2.5. Por lo tanto T" es un

isomorfismo. 0

Corolario 2.17.1. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K. Entonces V' es ismorfo a

K" <= dimg(V) =n.

Teorema 2.18. Sean V' y W dos espacios vectoriales (sobre un campo K), finitamente gene-
rados, donde dimg (V') =n ydimg(W) = m, y sean f = {0, Vs, ..., U} y 7y = {W1, W, .., Wy, }

bases ordenadas de V y W, respectivamente. Entonces la funcion
O L(V,W) = Myxn(K)
definida como ®(T) = [T]} para T € L(V,W), es un isomorfismo.

Demostracion. Por el Teorema 2.9 sabemos que ® es lineal. Basta demostrar que ® es so-

breyectiva e inyectiva. Sea A € M,,x,(K), por el Teorema 2.6 3T : V — W tal que

T(v;) = ZAijﬂ_fi para j € {1,2,...,n}

=1

Lo que implica que [T} = A, o bienn que ®(7) = A, por lo tanto ® es un isomorfismo. [J
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Corolario 2.18.1. Sean V' y W dos espacios vectoriales (sobre un campo K), finitamente
generados, donde dimg (V') =n y dimg(W) = m. Entonces £ (V,W) es de dimension finita
y dimg(ZL(V,W))=m-n

Demostracion. Se sigue del Teorema 2.18 (al probar que ® es un isomorfismo) y del Teorema
2.17 (por el hecho de que un isomorfismo implica la igualdad de dimensiones entre el dominio

y codominio de la transformacién). ]

Definicién 2.13. Sea V' un espacio vectorial, sobre un campo K, donde dimg(V') = n, y sea
B una base ordenada. La representacion estandar de V con respecto a [ es la funcion

Qs : V — K" definida como ®g(v) = [v]z VU e V.

Teorema 2.19. Para todo espacio vectorial V' finitamente generado sobre un campo K, con

una base ordenada 3, se tiene que ®g es un isomorfismo.

Demostracion. Por demostrar que (i) @4 es lineal y (i) ®g es sobreyectiva e inyectiva. (7)
Sean ©,Z7 € V,y sea f = {01,V ..., Un} = I, Ao, A\n ¥ 1, 2y -y i, € K tales que
U= Nty Z=>" 1. Sean €K, sabemos que @ + nz € V, lo que implica que

U+nZ =1 \U; +nuwit; = (N + np;)T;. Se sigue entonces que

AL+ A1 M1
. . A2 + Mo A2 [ . .
Dy + nZ) = , = [+n] | =2s@)+nPs(%)
An + 1y, An Fin,

Por lo tanto @4 es una transformacién lineal. (47) Sea v € V. Si

entonces sabemos que ¥ =Y | 00; = Oy, lo que implica que ®4 es inyectiva. Ademds para
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toda

K1
~ K2
Pp(@)= | " [+m
Kn
donde K1, K, ..., K, € K, tenemos que 7= Y | k;U; estd asociada a ella. n

2.5. Matrices de cambio de base
Teorema 2.20. Sean B y ' dos bases ordenadas de un espacio vectorial V', finitamente
generado, sobre un campo K, y sea ) = [Iv]g, =

1. @) es invertible.
2. YU €V se tiene que [U]g = Q[V]4

Demostracion. (1.) Sabemos que Iy es invertible, entonces, por el Teorema 2.16, sabemos

que @ es invertible. (2.) V¥ € V se tiene que

[0 = v ()]s = V15 [0]p = Qlils
por el Teorema 2.14. Por lo tanto () es la matriz de cambio de base. O

Definicién 2.14. Definimos a la transformacion lineal T : 'V — V como un operador

lineal sobre V.

Teorema 2.21. Sea V' un espacio vectorial, finitamente generado, sobre un campo K, sea T
un operador lineal sobre V', y sean 3 y 3" bases ordenadas de V. Suponga que QQ es la matriz

de cambio de base de 5" a 3, entonces

[T)p = Q'[T]5Q

Demostracion. Sea 1 la transformacion identidad en V. = T = 1T = T1, por el Teorema

2.11. Se sigue entonces que

QIT)s = [W3(T15 = IT15 = (T15 = (TS5 = [T1:Q

Por lo tanto [T],B’ = Qfl[T]BQ. ]
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Corolario 2.21.1. Sea A € M,,x,(K), y seay una base ordenada de K" = (L], = Q1 AQ,

donde Q € M, (K) y la j-ésima columna de @ es el j-ésimo vector de 7.

Definicién 2.15. Sean A, B € M, (K). Decimos que B es similar a A si 3Q € M, (K) tal
que B = Q7 1AQ.
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Capitulo 3

Espacios con producto interior

3.1. Productos interiores y normas

Definicién 3.1. Sean V' un espacio vectorial sobre un campo K. Un producto interior en V.

es una funcion (, ) : V x V. — K que satisface lo siguiente

<y
£

1. VU, u,w eV = (U+ v,7) = (4,0) + (U, 7).

)

<y

2.VU,ueV yvVieK= (A, v) = \4u,7).

3. €V = (v,4) = (u, V) donde ~ es el conjugado complejo.

<C
<y

£y

4. YaeV = (id) >0 siid#0.

Nota 3.1. Sea z,w € C ya,b € R donde z=a+1tbyz=a—1ib=

1. z+w=Z+4+w.

D
E
|
S
N
j‘
S
™
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Teorema 3.1. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K. Entonces para u,v,w € V y

para A € K se cumplen lo siguiente

5. Si (@, 7) = (@, @) Vi € V = ¥ =,

Demostracion. (1.) Tenemos que

(2.)

(3.) Por la propiedad (2.) se tiene que
(@,0) = 0{,0) =0

y también tenemos que

(0, @) = (@,0) =0

(4.) (<) Siw=0= (0,0) =0, por la propiedad (3.). (=) Suponga que @ # 0 = (@, @) > 0.
(5.) Si(u,v) = (u, W) Vu € V = (u,v—w) = 0 Vi € V. Tenemos entonces que (—w, 1—wj) =
0=>7—-—uw=0=0=1w. O

Definicién 3.2. Sea V' un espacio vectorial (sobre un campo K) con producto interior. Para

€V, definimos la norma de @ como il = +/(, ).

Teorema 3.2. Sea V' un espacio vectorial (sobre un campo K) con producto interior. En-

tonces Vi, v € V y VA € K se cumplen las siguientes propiedades
1 [ x| = [A[fj]]-
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2. JJu|| =0 < 4 =0, de lo contrario ||u|| > 0.
3. (Desigualdad Cauchy-Schwarz) |(u,v)| < [|ul] - ||v]].
4. (Desigualdad del tridngulo) ||d + o] < ||| - ||¥]|-
Demostracion. (1.) Note que
IMZ|)* = (@, M) = AN(@, @) = [AP[lall* = (A1) = (1A = ]|l

(2) (=) Si|ld]| =0= (@@ =0=a=0.(<)Sid=0= 0] = (0,002 = 0, por el
Teorema 3.1. (3.) Si ¥ = 0 entonces la prueba es trivial. Asuma que ' # 0, entonces VA € K

tenemos

Lo (G0) L (4 0)—— (G, 0) (4,T) o
- -2 -2 _ -2
|17 |17 |17
’</L_[: U>‘2 — — = — — — = — —
\|;7!\2 < la@|* = [@,a)* < |l@l* - 1a)* = |@,a)| < | - ]

(4.) Tenemos que

1T+ 32 = (@ + 7,0+ 0) = (@ +7) + (7,d + 0) = (@) + (a@,8) + (@ ) + (7,7

= llall” + (@7) + (@) + [|5]]”

= ||| + 2%(@, &) + ||

< ||l + 2|¢@, &) + |91

< ||@|I> + 2||7]| - ||| + ||7]]* (esto usando la desigualdad Cauchy-Schwarz)

= (Il + 191)* = ll@ + o] < [|a]| + [|7]]
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Definicién 3.3. Sea V' un espacio vectorial (sobre un campo K) con producto interior. (i)
Se dice que U,V € V son ortogonales (o perpendiculares) si (u,v) =0 = ulv. (ii) Se
dice que S C'V es un conjunto ortogonal si i L0 Vi, v € S. (iii) Se dice que L € V' es un
vector unitario si ||u|| = 1. () Se dice que S CV es un ortonormal si S es ortogonal

y 7| =1vaeV.

3.2. El proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Definicién 3.4. Sea V' un espacio vectorial (sobre un campo K) con productor interior. Se

dice que B CV es una base ortonormal de V si es una base ordenada y es ortonormal.

Teorema 3.3. Sean V' un espacio vectorial sobre K con producto interior, S = {Uy, Uy, ..., Uy }

un conjunto ortogonal donde ©; 0 y@ e V. Si @ € (S) =

l

—

k
-3 s

= lal’

Demostracion. Como @ € (S)IA1, Mg, ..., A, € K tales que @ = Zle \it;. Sea j € {1,2,....k}

k
Z iU, Uj) = Z i (U, U;) = X\ (U}, U;) dado que S es ortogonal.

1=1
- —

. k
(u,v;) (u, ;) .
= A= ”injz = U= Z Z ;

= Izl

Corolario 3.3.1. Si S = {0}, 0o, ..., Uy} es un conjunto ortonormal = @ =Y. (U, T;)T;.

Corolario 3.3.2. Sea V' un espacio vectorial (sobre un campo K) con producto interior, y
sea S C V un cojunto ortogonal donde todos los vectores son distintos de cero = S es un

cojunto l.1.

Teorema 3.4. Sea V' un espacio vectorial (sobre un campo K) con producto interior, y sea

S CV = {w,dy, ..., W, } un conjunto Li. Definimos S" = {¥), Vs, ..., U, } donde ) = W y

L5 donde n € {2,3,...,n}

Entonces S" es un conjunto ortogonal de vectores distintos al cero tales que (S') = (S).
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Demostracion. Por induccién sobre n. (Base inductiva) Sin = 1 = S = {w} =
(Hipdtesis inductiva) Supongamos el resultado cierto para n — 1. (Paso inductivo) Por
demostrar que (i) S/ no contiene al cero, (ii) S! es ortogonal y (iii) (S.) = (S,). (7)
Sea S, = {wh, Wy, ..., W, } un conjunto Li. y sea S/ = {¥, s, ...,¥,} como en el Teorema
3.4. Suponga que 0 € Si. Como S,_; = {wh,wWs,...,W,—1} es Li. y tiene n — 1 vectores
= S/ | = {1,V ...,U,_1} es un conjunto ortogonal que no contiene al cero, y ademsds,
(S" ) =(S,_1). Sabemos que 0 € ' A0 ¢ S |, =¥, =0

n—1

—1 = —
e w”’”] Z “’"’“ﬂ e (S) = (Su)

Jj=1

Lo que es una contradiccién, porque S, ya no serfa un conjunto Li = 0 ¢ SI. (i) Sea

ie{l,2,..,n—1}

i (W, ;) = (W, U,
:> <17TL7171> = <U7n Z ||n’”] J,’ﬁ;> == n; z Z = j ]7 ’L>

J=1

Como S,_1 es ortogonal se tiene que (U;,7;) # 0 <= j =1

(@5 = 2 5, 5) = (1, 7) — D g2

W, U; N Vi, U ny Ui -2
Al eal

Esto implica que S/ es ortogonal. (7ii) Sabemos que

Up = W, + Z donde Z € (S,_1) = (S} _,)

= U € (Sn) = 5, € (Sh) = (5;) € ()

También, note usted que

—

Wy, = Uy — 2
=, € (S,) = S € (S;) = (Sh) € (S))

Por la doble contencién (S),) C (S,) A (S,) C (S1) = (S!,) = (S,) .. queda completo el paso

inductivo. O
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