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Convergencia

Convergencia Puntual

Definicién 1.1

Sea un espacio de probabilidad (2, F, P). Diremos que la sucesién de VA
(que son funciones) X, converge puntualmente a X si

P(l.'m X,,:X)zl

n—o0

@ Ustedes tienen la posibilidad de hacer un examen de Estadistica
infinitamente. Deben de hacerlo hasta sacar 10. Sabemos que la
sucesion de VA que son sus examenes converge puntualmente a 10.

@ Sin embargo, si tomamos un ndmero finito de estos ensayos, existe la
posibilidad de que no ocurra la condicién final (sacar 10)

Vargas, Carrasco, Ortega (FE) Tema 7: TCL

14 de abril de 2024 3/35



Convergencia

Convergencia en Probabilidad

Definicion 1.2

Sea un espacio de probabilidad (2, F, P). Diremos que la sucesién de VA
X, converge a la VA X si Ve > 0 s.t.q.

lim P(|X,—X|>¢)=0

n—o0

@ Es decir, cuando n — oo la probabilidad de que la sucesién de VA X,
este lejos de X es nula.

@ Podemos denotar la convergencia en probabilidad como

X, 5 X
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Ley de Grandes Numeros

Ley de Grandes Nimeros

@ Sigamos con los dos teoremas mds importantes de la probabilidad.

@ Para estos dos teoremas vamos a suponer que tenemos Xi, Xo, ...
variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas con la
siguiente media muestral:

— X1+ ...+ X
X, = 1+n+ n VneN

@ Sabemos que la media poblacional de las VA es ji y su varianza es o2,

E[Xi + ..+ X]  E[Xi]+..+E[Xy)] n-p
n n n

~ Var[Xy + ...+ Xp]  Var[X1] + ... + Var[X,]

IE[Yn] =

Var(X,)
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Ley de Grandes Numeros

Ley de Grandes Nimeros

@ La media muestral es una VA por si misma, y ya vimos que su
esperanza es y y su varianza es <

o La Ley de Grandes Nimeros (LLN) nos dice que la media poblacional
X converge puntualmente a la media poblacional verdadera p

@ La LLN tiene su versiéon fuerte y débil.

@ A continuacién definiremos a ambas y trataremos de dar un ejemplo.
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Ley de Grandes Nimeros

LLN Fuerte

La media muestral X, converge puntualmente a la esperanza, o media
poblacional E[X ] = u. Recordando que las VA son funciones de 2 — R

Cuando n — oo

Vs € Q= Xp(s) =

Es decir
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Ley de Grandes Numeros

LLN Débil

Teorema 2.2 (Ley de Khinchin)

Cuando n — oo

Es decir, Ve > 0
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Ley de Grandes Nimeros

Desigualdad de Chebyshev

Sea X una VA con media poblacional j y varianza 0? = V k > 0

2
(o2
P(X=ul >k <13

Demostracion.

Usando la desigualdad de Chebyshev es muy facil probar la LLN débil.
Supongamos un ¢ > 0 fijo pero arbitrario

o2

P (\5?n —-/L| > E) < e

Cuando n — o el lado derecho tiende a cero.
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Ley de Grandes Numeros

en R

Lanzamiendo de Moneda

1.0

:

Soles
-

0.2
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Nimero de lanzamientos de moneda
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Ley de Grandes Numeros

Cédigo en R

set.seed (123)
flips <- sample(c("heads", "tails"), size = 1000,
replace = TRUE)

plot (cumsum(flips == "heads") / (1:length(flips)),
type = "1", ylim = c(0,1),
main = "Lanzamiendo de Moneda",
xlab = "Numero de lanzamientos de moneda", ylab = "
Soles")
abline(h = 0.5, col = "red")
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Teorema Central del Limite

Recordatorio Tema 5: La variable estandarizada

Definicién 3.1

Si X es una variable aleatoria tal que X ~ N(u,0?), entonces la variable
aleatoria Z se llama variable aleatoria estandarizada
X—p

X = ~ N(0,1)
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Teorema Central del Limite

Teorema Central del Limite

Sea (2, F, P) un espacio muestral. Supongamos que tenemos
X1, Xo,... € F C Q variables aleatorias independientes e identicamente
distribuidas con media poblacional x y varianza o2, y media muestral X,

Cuando n — oo
X, —
Jn- ((j“) L N(0,1)

Es decir, cuando n se hace MUY grande, cuando estandarizamos la
distribucién de la VA X, se acerca a una distribucién normal estandar.
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Teorema Central del Limite

Teorema Central del Limite (Aproximacion)

Teorema 3.2

Para grandes n, la distribucién de X, es aproximadamente

2
()

.....
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Simulaciones en R

Simulaciones en R

Veamos que, en general, podemos observar que se cumple el TCL
para las distribuciones que hemos estudiado en clase.

@ Vamos a graficar el histograma de varias VA X, para distintos valores
deneN

@ Primero, para n =1, se grafica la tipica PDF que todos conocemos
para cada distribucién

@ Luego, veremos que pasa con n =3, con n =50y n =300
@ Veremos que se cumple graficamente el Teorema 3.2

@ Es decir, vamos a tener una muestra, y veremos que la Media
Muestral como VA tiene una distribucién que se acerca a la normal
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Simulaciones en R

Distribucion Uniforme con n = 3

Histograma Muestra Media Muestral Histograma

900

600

300

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
samps samp.means
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Simulaciones en R

Distribucién Uniforme con n = 50

Histograma Muestra Media Muestral Histograma

15000

10000

5000

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.4 0.5 0.6
samps samp.means
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Simulaciones en R

Distribucién Uniforme con n = 500

Histograma Muestra Media Muestral Histograma

1000

100000
750

75000
500

50000
25000 250
0 0

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.44 0.48 0.52 0.56
samps samp.means
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Simulaciones en R

Distribuciéon Poisson con n =3

Histograma Muestra Media Muestral Histograma

6000
1000

4000
500

2000

0 | I . ol = L [
0 5 10 0 2 4 6 8
samps samp.means
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Simulaciones en R

Distribuciéon Poisson con n = 50

Histograma Muestra Media Muestral Histograma

1200

90000 900
60000 600
30000 | 300
, | | I .. .

0 5 10 25 3.0 3.5 4.0
samps samp.means
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Distribuciéon Poisson con n = 300

Histograma Muestra

Simulaciones en R

Media Muestral Histograma

6e+05

4e+05

2e+05

0e+00

L.

900

28 3.0 3.2 3.4
samp.means
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Simulaciones en R

Distribuciéon Exponencial con n = 3

Histograma Muestra

Media Muestral Histograma

8000

6000

4000

2000

1500

1000

500

0 1 2 3 4 5
samp.means
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Simulaciones en R

Distribucidon Exponencial con n = 50

Histograma Muestra Media Muestral Histograma

150000

900

100000

600

50000
300

0 5 10 15 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50
samps samp.means
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Simulaciones en R

Distribucién Exponencial con n = 300

Histograma Muestra

Media Muestral Histograma

750000

500000

250000

1000

750

500

250
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Simulaciones en R

Distribucion Binomial con n = 3

Histograma Muestra Media Muestral Histograma

20000
4000

15000
3000

10000
2000

5000 1000 ‘
0 0 I
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
samps samp.means
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Simulaciones en R

Distribucion Binomial con n = 50

Histograma Muestra Media Muestral Histograma
1200
3e+05
800
2e+05
400
1e+05
0e+00 0 —
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 05 0.6 0.7 0.8 0.9
samps samp.means
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Simulaciones en R

Distribucion Binomial con n = 300

Histograma Muestra Media Muestral Histograma
1000
2000000
750
1500000
500
1000000
500000 250
0 0
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80
samps samp.means
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Simulaciones en R

Distribucién Gamma con n = 3

Histograma Muestra Media Muestral Histograma
1200
4000
900
3000
600
2000
1000 300
0 — 0 T
0 10 20 4 8 12 16
samps samp.means
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Simulaciones en R

Distribucion Gamma con n = 50

Histograma Muestra Media Muestral Histograma

80000

1000

60000

750

40000
500

20000
250

0 10 20 30 7 8 9
samps samp.means
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Simulaciones en R

Distribucion Gamma con n = 300

Histograma Muestra

Media Muestral Histograma

4e+05

3e+05

2e+05

1e+05

0e+00

1000

750

500

250
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Simulaciones en R

Distribuciéon Beta con n = 3

Histograma Muestra Media Muestral Histograma

2000

1000

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
samps samp.means
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Simulaciones en R

Distribucion Beta con n = 50

Histograma Muestra Media Muestral Histograma

1000

40000
750

30000
500

20000
10000 250
0 0

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.3 0.4 05 0.6 0.7
samps samp.means
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Simulaciones en R

Distribucion Beta con n = 300

Histograma Muestra Media Muestral Histograma
1000
250000
200000
750
150000
500
100000
250
50000
0 0
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.45 0.50 0.55
samps samp.means
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Simulaciones en R
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Simulaciones en R

jGracias por su atencién!
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